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Evaluation of u–p approximate solution based on u–w–p analysis

and superiority of u–w–p formulation in one-dimensional oscillation problem
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An oscillation problem of a one-dimensional saturated elastic soil column was solved with vertical load
excitation based on u–p and u–w–p formulations. Applicable ranges of u–p and u–w–p formulations were
investigated changing permeability coefficient k, angular velocity ω, and time increment ∆t. As a re-
sult, we confirmed the versatile applicability of u–w–p formulation at the outside of the applicable range
of u–p formulation. Especially, u–w–p formulation solved the inertia-induced phenomena (i.e. transi-
tion/resonance response for highly-permeable soil and inconsistent amplitude of pore water pressure at the
high-frequency range). Furthermore, u–w–p calculation with a set of condition leading to failure of the u–
p calculation tended to cause (a) unignorable magnitude of relative accelereation, (b) significant violation
of u–p assumption, and (c) indispensable magnitude of relative convective term.
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1. はじめに
地盤の水～土骨格連成解析は，間隙水の静的浸透（浸
透加速度が土骨格の加速度に対して十分に小さいこと）
を仮定する u–p formulation（以後，単に u–p と記す）
に基づいて定式化されることが多い．この静的浸透の
仮定は，次式で表現される．

D f v f − Dsvs ≪ Dsvs (1)

ここに，Ds，D f はそれぞれ固相および液相からみた
物質時間微分，vs，v f は固相および液相の速度を表す．
静的浸透の仮定の導入により方程式系の簡略化が可能
となるが，その代償として，間隙水の動的浸透を伴う
高透水性土の水～土連成問題を解くことは困難となる．
そこで著者らは，上記の仮定を導入することなく，水
～土連成問題の支配方程式を直接離散化して解く u–w–
p formulation（以後，単にu–w–p と記す）に基づく水～
土骨格連成有限変形解析手法を開発し，その verification
を行うとともに [1]，間隙水の慣性に起因して生じる諸
現象について数値解析的に明らかにしてきた [2]．
ところで，u–p 計算の可否は，以下の γθ1の値の正負
により判別できる可能性が示されている [3]．
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ここに γθ1 は，離散化された u–p 形式の水～土骨格連
成式の固相ストレッチング項の係数に相当し，通常は
正値をとるが，透水係数 kが大きい，または時間刻み

幅 ∆tが小さいときには負に転じる．このとき，方程式
系が不安定化し，解が発散することとなる．つまり，式
(1)の成立を直接確認することなく，u–p 計算の可否を
簡便に予測することができる．
本研究では，動的問題を例にとり，u–p の計算可否に
ついて，透水係数と時間刻み幅を変えつつ確認すると
ともに，u–w–p によりその適用限界が克服されること
を示す．さらに，u–w–p に基づく u–p 適用域外の計算
では，慣性項の卓越に起因する特徴的な現象が解かれ
ることを示す．また，u–p 解と u–w–p 解の比較を通し
て，γθ1 が正であっても u–p 解と u–w–p 解が一致しな
い領域が存在することを示すとともに，u–p 計算が破
綻する条件での u–w–p 解が，(a) 無視できない相対加
速度の発生，(b) u–p 近似の破綻，および (c)固相加速
度と同程度以上の相対移流項の発生を伴うことを示す．

2. 解析条件
解析には図–1の一次元有限要素メッシュを用意する．
材料は二相系飽和弾性体とし，その上端に鉛直調和外
力 q(t) = q0 sinωt（q0 = 10kPa）を作用させる．材料は
飽和弾性体とし，一次元圧縮波の伝播を解く．
本解析では，自重は考慮しないものとし，初期水圧

は p|t=0 = 0とした．土骨格の境界条件については，底
面鉛直変位ならびに全節点における水平変位を固定し
た（一次元変形）．間隙水の境界条件については，片
面排水条件を想定し，模型上端で間隙水圧 p = 0を与
え，その他の面では非排水条件（底面で wy = 0，側面



図–1 有限要素メッシュ

で wx = 0）を与えた．
上記の解析を，透水係数 k，調和外力の角速度 ω，時
間刻み幅 ∆tの組み合わせ (k, ω,∆t)を変えながら系統的
に実施した．ただし，正弦波一周期の分割数を統一する
ため，角速度をω = 10z rad/sとするとき，時間刻み幅を
∆t = 10−z−2secとした（zは実数，本稿では−13 ≤ z ≤ −2
の範囲で変化させた）．このとき，一周期の分割数は
200πとなる．構成式には亜弾性 Hooke則を用い，その
材料定数を表–1のとおり設定した．

表–1 等方弾性体の材料定数

Young’s modulus E (MPa) 10
Poisson’s ratio ν 0.30
Initial porosity n0 0.50
Density of soil particle ρs (g/cm3) 2.65
Density of pore water ρ f (g/cm3) 1.00

3. 解析結果
上記の解析を u–p および u–w–p により実施し，計算
の可否を調べた結果を図–2に示す．

4. u–p と u–w–p の適用可能域の比較
あるパラメータセット (k, ω,∆t)に対し，u–p 計算が
収束したか否かを図–2に緑色の記号で示す．◦および
△は u–p 計算が収束したことを，+は発散したことを
表す．図中の赤色の破線は γθ1 基準（γθ1 = 0）であり，
この上側の領域では γθ1 < 0となり，u–p 計算不可と判
定される．同図より，u–p 計算の可否は γθ1基準により
概ね判別できることが確認された．なお，同図中の赤
色の実線は加藤 [4]に倣い誘導した Routh-Hurwitz安定
判別法による閾線であるが，こちらの方が γθ1基準より
も実際の u–p 計算の可否を良く表現している．

図–2 u–p および u–w–p の適用可能域

しかしながら，γθ1基準による判定には，いくつかの
例外が存在する．図中の青色の領域（ω < 100 rad/s，低
周波域）においては，γθ1 > 0であるにも関わらず，u–
p 計算は収束した．これは，ωが十分大きい準静的な
条件の下では，符号反転による計算の破綻を生じない
ことによる．一方，u–p の解析可能域においても，図
中の黄色の領域（◦）では u–p と u–w–p で解が一致が
確認されたが，緑色の領域（△）においては，u–p 計算
は収束こそするものの，γθ1 > 0であるにもかかわらず，
u–w–p とは異なる結果となった（5.で後述）．これは，
式 (1)の静的浸透仮定を満足することと，連成式におい
て符号逆転を生じないこと（γθ1 > 0）が別の事項である
ことを意味している．換言すれば，γθ1基準を満足する
からといって，u–p 解が u–w–p 解に一致する保証はな
く，u–p 解が正しい解を与えていたか否かは u–w–p 計
算と比較して初めて判定できるといえる．
これに対し，u–w–p では，k/∆tによらず，青色のプ
ロット⃝で示されるあらゆる条件に対して，破綻する
ことなく計算を継続可能であった．□においては u–w–
p 計算も不安定化したが，これは t = 0において静止柱
に突然正弦調和外力を入力したためであって，これを
捉えるために（1オーダー）小さい ∆tから計算を開始
すれば，その後は ∆tを元に戻しても発散することなく
計算を継続できることを確認している．以上のことか
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図–3 沈下～時間関係

ら，u–w–p が透水係数や時間刻み幅によらず適用可能
な汎用性の高い解析手法であることが確認された．

5. u–w–p 解にみられる u–p 計算不能域での慣性に起
因する諸現象の発生
次に，u–w–p による解析解について，u–p 解と比較
しつつ確認してゆく．図–2に示す A～Hの八条件につ
いて，上端の節点における沈下～時間関係ならびに下
端の要素における水圧～時間関係を図–3 – 4に示す．
(1) 条件 A–B
図–2において γθ1基準の下側，黄色の領域に位置する
点 A – Bにおいては，図–3の沈下～時間関係，図–4の
水圧～時間関係ともに u–p 解と u–w–p 解は完全に一致
しており，このことから，この領域においては u–p 近
似が十分に妥当することがわかる．

(2) 条件 C
点 Cは γθ1 基準上側に位置するものの，u–p 計算は
実行可能であり，その解は u–w–p 解に一致した．これ
は，図–4(c)のように，角速度 ωの値が十分小さく，ま
た，非常に大きい透水係数 kの下で動水勾配が常に解
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図–4 水圧～時間関係

消されるため（完全排水条件下），固液両相の加速度を
ほとんど生じることなく，十分静的に変形が進行した
ことによる．

(3) 条件 D
条件 Dを含む緑色の領域においては，u–p 計算を発
散することなく継続可能であるが，図–3(d)で得られた
沈下～時間関係は u–w–p 解とは一致しない．ただし，
低透水・高周波条件の下で，非排水的に変形が進行す
るため，振幅～時間関係の振幅は他条件と較べて小さ
くなる．また，水圧～時間関係の振幅は，図–4(d)のよ
うに境界荷重振幅（10kPa）にほぼ一致する．

(4) 条件 E–H
点 E–H の条件に対しては，u–p 計算は発散するが，

u–w–p では計算を継続できている．
u–w–p 解について，特に点 Fにおいては，調和外力
の作用による過渡応答の発生が解かれており，図–4(f)
の水圧～時間関係の振幅は調和外力振幅 q0=10kPaを超
える結果となった．そこで，本問題の微小変形仮定時
の変位の定常応答の理論解より，片面排水条件下での
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図–5 一次モードの強制調和外力作用時の応答（u–w–p）

飽和土柱の n次の固有角速度が

ωn = 2h
√
β2

n − 2h2 cv

H2 (3)

（ただし，βn = (2n− 1)π/2，h = cpH/2cv，cp =
√

Ec/ρ′，
cv = kEc/γw，ρ′ = ρs+ρ f /e2，Ec = (1−ν)E/(1+ν)(1−2ν)，
Hは層厚，γwは水の単位体積重量，ρs，ρ f は固相およ
び液相のみかけの密度，eは間隙率）と表されることを
踏まえ，調和外力の外力を一次の固有角速度 ω1と一致
させたところ，図–5のように，沈下～時間関係，水圧
時間関係における共振による増幅が解かれることが確
認された（verification）．このような現象は，二相系連
成問題の理論解（減衰波動方程式）が減衰振動を示す
場合にのみ生じるものであり（文献 [2]を参照），高透
水性土においてのみ解かれうる現象であるといえる．
点 E，F よりさらに角速度の大きい点 G，H の条件

（ω = 105rad/s，高周波域）においては，水圧振幅は外
圧振幅 q0=10kPaとは一致せず，5.479kPaとなった．こ
の値は，一次元飽和土柱に対し非圧縮条件下で瞬間的
に荷重 q0 を作用させたときの水圧の理論解

pI =
1 + e

1 +Gse
q0 = 5.479kPa (4)

に一致する（verification）．これは，瞬間荷重作用直後
に外力が間隙水圧のみではなく固液各相の慣性力によっ
ても分担されることで水圧の荷重分担率が低減するこ
とによるものであるから，間隙水の慣性を考慮可能な
u–w–p を用いて高透水性土・高周波領域の問題を解い
た場合にのみ解かれうる現象であるといえる．

6. u–p 計算の可否と相対加速度・相対移流項の大きさ
の関係

4. – 5.においては，点 Cのように γθ1 基準上側にお
いても低周波域であれば求解可能であることを確認す
るとともに，点 Dのように γθ1 基準下側においても低
透水・高周波領域においては u–p 解と u–w–p 解が一致
しないなど，γθ1基準を満足すること（水～土連成式の
符号反転を生じないこと）と u–p の静的浸透仮定が妥
当すること（u–p と u–w–p 解が一致すること）は本質
的に同一ではないことが示唆された．
そこで，u–p 計算の可否が何によって決まるのかを
明らかにするため，下記の三種類の指標を用意し，その
上端節点における値を u–w–p 計算により求め，u–p 計
算の可否とともに図–6にまとめた．

(a)相対加速度 D f v f − Dsvs の大きさの最大値

(b)指標 Ru−p

(c)指標 Rψ

図–6 u–p 計算の可否と u–w–p 計算により求めた指標の関係

• |D f v f − Dsvs|max

— 間隙水の相対加速度の大きさの最大値

• Ru−p =
|D f v f − Dsvs|max

|Dsvs|max

— u–p 計算における静的浸透仮定 (1)の逸脱の
程度を表す．この値が十分小さければ，静的
浸透仮定は成立するといえる．

• Rψ =
|D f v f − Dsv f |max

|Dsvs|max

— （土骨格の加速度に対する）間隙水の相対移
流の卓越の程度を表す．



図–6では，u–p 計算が収束し，その解が u–w–p と一致
する条件を ◦，u–p 計算が収束するが，その解が u–w–
p と一致しない条件を △，u–p 計算が発散する条件を
+ でそれぞれ示している．同図より，u–p 計算の破綻
は (a) 無視できないオーダーの相対加速度の発生，(b)
u–p における静的浸透仮定からの逸脱，(c)固相加速度
Dsvs と同程度以上の相対移流項の発生を伴う傾向があ
ることを確認した．

7. おわりに
本稿では，鉛直調和外力作用下にある二相系飽和弾
性地盤の一次元振動問題を u–p formulationにより解き，
その解析可能域を示すとともに，水～土連成式におい
て符号反転を生じるか否かという観点から誘導された
「γθ1 基準」により，その解析可能性は概ね判別可能で
きるが，低周波域（準静的条件）では同基準を逸脱し
ていても u–p 計算可能であることを示した．
また，同一の問題を u–w–p formulationによっても解
き，u–p 計算が破綻する γθ1基準上側の領域においても
u–w–p では計算が継続可能であることを確認するとと
もに（u–w–p の有効性），γθ1基準下側の領域において
も，u–p 解が u–w–p 解と一致しない場合がある（γθ1基
準を満足する条件を設定したからといって u–p 仮定が
成立するとは限らない）ことを確認した．さらに，u–w–
p 解との比較を通した u–p 解の再評価として，u–p の
計算可否 と u–w–p 解の特性を表す指標との関連を調
べたところ，u–p 計算が破綻する条件において，u–w–
p 解は (a)無視できない相対加速度の発生，(b) u–p 近
似の破綻，および (c)固相加速度と同程度以上の相対移
流項の発生を伴う傾向があることを確認した．
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